Corrigé de 1'épreuve 1

Discrétisation de 1'équation de la chaleur

m Partie I
1°)a) Le polynome caractéristique de 45 est det(4d; — X I3) = —X° + 2 X.

La matrice 45 a donc trois valeurs propres distinctes : =V 2,0, +V 2.
1 V2 1 )

Un vecteur propre unitaire associ¢ a —V 2 est V; = (5, 5 )

.. Sy 1 1
Un vecteur propre unitaire associé a 0 est V, = (—, 0, - —)
Prep =\ TV
Un vecteur propre unitaire associ¢ a +V 2 appartienta V3 = (%, + g, %)

Ces trois vecteurs propres sont de plus deux a deux orthogonaux, ce qui est logique
puisqu'une matrice symétrique réelle diagonalise en base orthonormale.

b) On en déduit la relation suivante (o P~! = /P avec la matrice P choisie) :

1 1 1
V2 0 0 2 V2 2
_ ol _ I R N
Dy=P A3 P= 0 0 O avec P= NG 7= |
0 0 V2 S N |
2 N

On en déduitque P! M3 P=P 1 (1 -27r) s +rA3) P=(1-27r) I3 +r D, d'ou:
l—2r—r\/? 0 0
P'MyP=(1-2PL+rD;= 0 1-27 0 :
0 0 1-2r+rv2

Les valeurs propres de M5 sont donc 1 —2r—r\/?, 1-2r,1 —2r+rvV2.
Celles-ci appartiennent a -1, 1[ si et seulement si on a simultanément :

- —1<1—2r—r\/?,cequialieusietseulementsir< 2_-2-+2.
2+V2

- 1-2r+rv2 <1,cequiest nécessairement réalisé car r est strictement positif.

Ainsi, la condition cherchée estm V2|

2°)a) Comme V7, V5, V3 sont vecteurs propres de As, et aussi de M3 = (1 —2r) [ +r A5,
on obtient pour tout vecteur Xy = x; V7 +x, V5 +x3 V3 de R3 :

M3X0:x1(1—2r—r\/;)V1 +x(1 =27r) V2+x3(1—2r+r\/;) ;.

On en déduit par récurrence évidente :

. J . J
X; :M;XO:x1(1—2r—r\/;) Vi+x(1=2r)y V2+x3(1—2r+r\/;) ;.
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b) Pourr <2 — V2, les trois valeurs propres appartiennent a -1, 1.
On en déduit que la suite (X /-) tend vers le vecteur nul.

Sinon, ona A; < —1, et la suite (X j) de premier terme X, = V; vérifie M3J V)= /1{ V.

Comme |A| = 1, elle ne tend pas vers 0.

Ainsi, la condition cherchée est m V2|

m Partie 11

3°)a) Comme la matrice Ay est symétrique réelle, on sait bien que ses N valeurs propres
sont réelles, et on sait aussi qu'elle diagonalise en base orthonormale, ce qui justifie
l'existence d'une matrice inversible P (pouvant tre choisie orthogonale) telle que :

P~ Ay P = Diag(Ay, Ay, ..., AN).

b) Si A est une valeur propre de Ay et X un vecteur propre associ¢, ona Ay X = A X, ou:
Vikelll, NI, xp_y+xp41 =24x;

ouxyg=0sim=1,xy,; =0sim=N.Si|x,| =max(|x|, [x,], ..., [x,]), ona donc :
A Bl = Dot |+ Pt ] = 2 1ol

Comme un vecteur propre n'est pas nul, on a |x,,| > 0, donc |A| < 2.

c)Si Ay X =2 X, on ales N relations suivantes :

Xp =2X1, X1 +X3=2Xp, . , Xj_1+Xpp1 =2X5, Xy_p+XN=2Xy_1, Xy_1 =2XN.
On en déduit par récurrence facile x, =2 xy, x3 =3xy, .. , Xy =kx;, ... ,xy=Nxy,
et la derniére équation donne (N + 1) x; = 0, donc x; = 0 et par conséquent X = 0.

Ainsi, 2 n'est pas valeur propre de la matrice 4.

De méme, si Ay X = —2 X, on obtient par récurrence x; = (= k-1 kxypour l =k <N et
la derniere équation xy_; = —2 x donne encore x; = 0 et par conséquent X = 0.

Ainsi, -2 n'est pas valeur propre de la matrice 4.

Finalement, les valeurs propres A, A,, ..., Ay de 4y sont réelles et vérifient |A| < 2.
Pour chacune d'entre elles existe donc un réel 6 €]0, n[ tel qu'on ait A = —2 cos(6).

d) Comme P! My P=P (1 =21 Iy +rAx)P=(1 =27 Iy +r Dy, onadonc:

1-2r+rA 0 0
P_IMNP: 0 1-2rn+rar, :
: X 0

0 0 (1-2r+riy

Les valeurs propres de (1 —2r) Iy +r Ay sont donc les réels (1 —2r)+rA, (1 <k =<N).

Comme || < 2, ces N valeurs propres de My appartiennent a -1, 1[si0 <r < % carona:

-1<l1-4r=(01-2rn-2r<(A-=-2r+r; <(1-2rnN+2r=1.




4°)a) On considére le déterminant suivant :

2 cos(6) 1 0 0
1 2 cos(0) 1 :
Dy (0) =det(Ay + 2 cos(0) Iy) = 0 1 2cos(0) . 0
: . . 1
0 .. 0 1 2cos(6)

En développant par rapport a la derniere ligne, on a Dy, ;(0) = 2 cos(8) Dy(0) — Dy_,(6).
Comme D(6) =2 cos(d) et D,(0) =4 cos2(0) — 1, il est correct de poser Dy(0) = 1.

b) On vérifie par récurrence la relation proposée : celle-ci est valable pour N=0et N =1,
et si elle est vraie jusqu'au rang N, on a (puisque 2 sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b)) :

Dyt (6) = 2 cos(d) sin(N +1)6)  sin(N§) _ sin(N +2)6)
R sin(6) sin@)  sin@)

c) D'apres la question 3°, on sait que les valeurs propres de Ay s'écrivent A = —2 cos(6)
avec 0 < 0 < et un tel réel A = —2 cos(6) est valeur propre de Ay si et seulement si :
sin((NV + 1) 6)

det(Ay — A ly) =det(Ay +2cos(0) [y) = ——— =0
sin(6)
On en déduit que 6 = % avec 1 <k < N et les valeurs propres de 4y sont donc :
27 Nnr
A =-2 cos( ) < A=-2 cos( ) < .o < Ay=-2 cos( )
N+1 N+1 N+1

5°)a) Comme Ay V) =A; Vi, onapourl <k <N:
MyVi=((A=-2nIN+rAn) V=1 =21 +rAy) V.

On en déduit par récurrence facile sur I'entier ; :

N N
Xp=MiXo= Y 5 M{ V=Y x((1=20+rLY V.
k=1 k=1
Et comme la base (V, V5, ..., V) est orthonormale, on a :

N N

27 2 i

||Xj||2 = Z G =-2n+r2) = Z X ((1=27)—2rcos(y) .
k=1 k=1

b) Si0 <r=<1/2,les N valeurs propres (1 —2r) +rA; de My appartiennent a ]-1, 1].
On en déduit que la suite j — X tend vers 0 quand j tend vers +oo.

¢) Si X, = V;, ona donc ||XJ|| = ‘(1 -27r) —ZFCOS(ﬁ)‘j.

Sir > 1/2, on remarque que (1 —27) — 2 rcos| = | < —1 pour N assez grand puisqu'on a :
N+1 g puisq

lim (1-2r)—2rcos ):1—4r<—1.

N> +o0 (N+1 .
Dans ce cas, la suite j — ||X;|| = [(1 =27) = 2 7cos (2|’ diverge donc vers +co.
J N+1 g
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d)Si Xg=x1 Vi +x, V, +... +xy Vy avec x; # 0, ce résultat reste vrai puisqu'on a :
N
”Xj”2 - Z X (1=27) ~2rcos(B)’ = x(1-27) —2rcos(0)))’) — +oo,
k=1

m Partie II1

6°) La formule de Taylor-Young donne, puisque fest de classe C :
2

h
fo+h)=fx)+hf(x)+ £y 17 @)+ o(h?).

On en déduit que f(x—h) = f(x)—h f'(x) + é f7(x) + o(hz) et il en résulte que :
o Sx+h) =210+ f(x—h)

li = 1" (x).
h—0 hz
7°) Les approximations UL js s UN,j de la solution u aux points d'abscisses xq, ..., xy et

a l'instant ¢; vérifient par définition les relations suivantes :

(1 2a)2At) a)zAt( )
Upje1 =1 - Ujj+ —— Uiy, T Ui )
(Axy? (Ax)?
Si Uj est le vecteur dont les composantes sont les approximations uy j, uy j, ..., uy,; de
la solution u aux points d'abscisses x}, x,, ..., xy et a l'instant ¢;, on a donc :
w?* At w? At
Uj+1= 1-2 5 Iy + 2AN Uj.
(Ax) (Ax)
2
Autrement dit, on a U, = My U; ou le réel r est ici défini par r = ”—AZ’, et le vecteur U,
(Ax)

est le vecteur de composantes ¢(Ax), (2 Ax), ..., (N Ax).

D'apres les résultats obtenus dans la partie II, on peut affirmer que :

W? At < l
Aan? 2

Ce résultat est nécessaire pour que les approximations de u soient correctes, puisque
la solution (x, ) — u(x, t) reste bornée au cours du temps.

bl) la suite j — U; tend vers 0 lorsque j tend vers +oo lorsque » =

2
wAt>l

ax? 2
11 suffit pour cela que que la composante de U, sur ¥ dans la base (Vy, V3, ..., V)

b2) la suite j — U; peut en revanche diverger en norme vers +oo si r =

soit non nulle et I'entier N assez grand.
Dans ce cas, les approximations de u sont alors incorrectes lorsque j tend vers +oo,
puisqu'on sait que la solution (x, #) — u(x, ¢) reste bornée au cours du temps.




