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Un résultat préliminaire

a)

b)

c)

La vérification est immeédiate

p p
EpyM = " my;Eyj et MEyy =Y mi By,
j=1 i=1

Si M e Cpy, EzyM = ME,, pour 1 < z,y < p soit

Z mijmj + mnywy = Z mimEiy + m:mvEmy
J7Y Gaid
ce qui donne My, = Myy, Mz = 0si i # x et my; =0si j #y.
En prenant z =1, on a A = my; = my, et my; =0si 1< j#y < pdonc M = A,
Inversement M = AI, convient.
Ainsi

Cp ={\ /) e K}

Partie I

a) Il est clair que dy € Z(4,(K)).

b) I, € Ker(da) car da(l,) = 0. Ainsi dq non injectif et donc non surjectif via le
théoréme du rang.
Enfin d4 = 0 ssi pour tout M € #,(K), AM = MA soit A € Cp.

¢) La vérification est immeédiate en appliquant la définition de dg4.

a) A est diagonalisable donc il existe P € GL,(K) et D diagonale telles que A = PDP~1.
Ainsi A = (*P)"''D'P = (*P)"'D'P donc A est diagonalisable.

b) Py(z) = det(A — zI,) = det(*(A — z1,)) = det(*A — zI,) donc A et ‘A ont meéme
polynodme caractéristique.

c) Ona
da(Vi'W,) = AVi'W, — Vi'W,A
= (AV)'W; = V' ("AW)
= NVi'Wj — Vit W

= (i —m)Vi'W;
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d) Pe; =V et Qej = Wj.
E;; = eitej
¢o(Eij) = PE;;'Q = Pe;'e; 'Q = VIW;
e) Ker(y) = {0} donc ¢ est un automorphisme qui transforme la base (Ejj)1<; j<p €n

la base (V;'W;)1<i j<p de #,(K).

f) La base (V; th)léiJép est une base de vecteurs propres de d4 donc d4 est diagonali-
sable de valeurs propres \; — 1, associées aux vecteurs propres V; ‘W; pour 1 < i,j < p.

Partie 11
1°) a) Il est immédiat de vérifier que pour tout (A, B) € .7 (K) et tout A € K,

tr(A+ AB) = tr(A) + Atr(B)

b) Soient A = (ai;) et B = (b;j) dans .#,(K). Alors

tr(AB) =) ( aikbki> => ( bkiaik) = tr(BA)
1 =1

i=1 \k= k=1
c) tr(P~YAP) = tr((AP)P~1Y) = tr(A)

2°) a) Si A est une valeur propore de M, il existe x € KP — {0} vérifiant Mz = A\x
donc M2z = A2z = Mz = Az soit encore (\2 — \)x = 0.
Ainsi comme  # 0, A2 — X\ = 0 donc les seules valeurs propres possibles de M sont 0
et 1.

b) Il est clair que (M — I,)Mz = (M? — M)z = 0 donc Mx € Ker(M — I,).
De plus M (—M + I,)z = (—=M? + M)z = 0 donc x — Mz € Ker(M).
Ainsi KP C Ker(M — Ip,) + Ker(M) et par suite KP = Ker(M — I,) + Ker(M).
Enfin Ker(M — I,) N Ker(M) = {0} donc

KP = Ker(M — I,) & Ker(M)

¢) En prenant une base de KP constituée de vecteurs de Ker(M — I,) et de vecteurs de
Ker(M), on constate que la matrice de application x — Mz dans cette nouvelle base
est D = diag(1,1,...,1,0,0,...,0) avec r éléments égaux a 1 (dim(Ker(M —I,)) =)
et p — r éléments égaux a 0 (dim(Ker(M)) = p — r). Ainsi M est diagonalisable
c’est-a-dire qu'’il existe P inversible telle que P"'MP = D.
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d) Ainsi tr(D) =r=rg(M)

3°) a) d(Ip.Ip) = d(I,) = d(Ip) I, + Ipd(I,) = 2d(1,) donc d(I,) =

b) F(M—FN):(ME)FN d(]\]\j:]]\j)>:<M d(M)>+<](\)7 d(N)>donc

F(M+ N)=F(M)+ F(N)

L d(p) I, 0
F([”)_< 0 I, >_< 0 Ip>_12”
¢) F(Ey) = F(EijEy) = F(Eij)F(Ej) = F(EijjEj)F(Ei;) = F(Eij) F(Ej;) F(Eji)

rg(F(Eii))

N

min|rg(F(Es;), F(Ejj)), rg(F(Ej;))]

min[min(rg(F(E;)),rg(F(Ej;))),rg(F(Ej))]

N

< rg(F(Ej))
et par symétrie rg(F(Ej;)) < rg(F(E;)). Ainsi
rg(F(Ei)) = rg(F(Ej;))
d) F(E;;).F(E;) = F(Ey.Ey) = F(Ey;) done F(E;;) est une matrice de projection.

e) F(EH) + F(EQQ) + ...+ F(Epp) = F(Ell + Eoo + ... + Epp) = F(Ip) = Igp
donc
rg(Iap) = 2p = tr(lay) = tr(F(En) + ... + F(Ey))

soit encore
rg(lzp) = tr(F(En)) + ... + tr(F(Ep)) = prg(F(Ei)) = pr
Donc le rang des projecteurs F(Ej;) est 2.

4°) a) La dimension de Im(F(F11)) vaut 2, on peut donc prendre deux vecteurs (u,v) base
de Im(F(Eq,)) vérifiant F(Ej1)u =wu et F(E1)v =wv.
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0 si k#j
b) F(Ew)F(Ej)u = F(EyEj)u =
u si k=j
0 si k#3j
De méme on a F(Ey,)F(Ej)v =
v si k=j

Soit une combinaison linéaire nulle de la forme
MF(En)u+ ...+ A\ F(Ep)u+ pinn F(En)v+ ... + pp1 F(Ep1)v =0
En composant par F'(F1;) on obtient
Ak1u + v =0

80it Ag1 = prpr = 0 pour 1 < k < p.

¢) F(M)F(Ep)u=F(MEp)u=F (Z mikEﬂ) u= Z minF (Ei1 )u
i=1 i=1
F(M)F(Ep)v =Y mixF(Ea)v.

=1

d) Dans la base %, la matrice de 'application = — F(M)z est la matrice ( ]\04 ]\04 ) .

donc si P est la matrice de passage de la base canonique de K% 3 la base % on obtient

PIR(M)P = ( M0 )

0 M
[ M d() A B\ ( MA+d(M)C MB+d(M)D
a)F(M)P_<0 M)(C’ D>_< MC MD )

orF(M)P:PP—lF(M)P=<é g)(ﬂf ]\04>:<é]\1\§ ?\J\i)

Ainsi MC = CM, MD = DM, d(M)C = AM — MA, d(M)D = BM — MB.

b) Comme MC = CM et MD = DM pour tout M € .#,(K), on en déduit que C' et D
sont dans C).
Ainsi il existe v et 0 dans K tels que C' = vI, et D = d1),.
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¢)SiC=D=0,P=

v # 0 soit d # 0.
A

A A
Par exemple v # 0 donne d(M) = —M — M — ce qui donne en posant X = —,
Y Y y

VM € M,(K), d(M) = XM — MX

81 ﬁ ) donc P n’est pas inversible (det(P) = 0) donc soit



