
Mathématiques 1Corrigé de l'épreuve 
ommune Con
ours 2008EpitaCorrigé de l'épreuve 
ommuneUn résultat préliminairea) La véri�
ation est immédiateb) ExyM =

p
∑

j=1

myjExj et MExy =

p
∑

i=1

mixEiy
) Si M ∈ Cp, ExyM = MExy pour 1 6 x, y 6 p soit
∑

j 6=y

myjExj + myyExy =
∑

i6=x

mixEiy + mxxExy
e qui donne mxx = myy, mix = 0 si i 6= x et myj = 0 si j 6= y.En prenant x = 1, on a λ = m11 = myy et myj = 0 si 1 6 j 6= y 6 p don
 M = λIp.Inversement M = λIp 
onvient.Ainsi
Cp = {λIp/λ ∈ K}Partie I1°) a) Il est 
lair que dA ∈ L (Mp(K)).b) Ip ∈ Ker(dA) 
ar dA(Ip) = 0. Ainsi dA non inje
tif et don
 non surje
tif via lethéorème du rang.En�n dA = 0 ssi pour tout M ∈ Mp(K), AM = MA soit A ∈ Cp.
) La véri�
ation est immédiate en appliquant la dé�nition de dA.2°) a) A est diagonalisable don
 il existe P ∈ GLp(K) et D diagonale telles que A = PDP−1.Ainsi tA = (tP )−1 tD tP = (tP )−1D tP don
 tA est diagonalisable.b) PA(x) = det(A − xIp) = det(t(A − xIp)) = det(tA − xIp) don
 A et tA ont mêmepolyn�me 
ara
téristique.
) On a

dA(Vi
tWj) = AVi

tWj − Vi
tWjA

= (AVi)
tWj − Vi

t(tAWj)

= λiVi
tWj − µjVi

tWj

= (λi − µj)Vi
tWj 1
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ommune Con
ours 2008Epitad) Pei = Vi et Qej = Wj .
Eij = ei

tej

ϕ(Eij) = PEij
tQ = Pei

tej
tQ = V t

i Wje) Ker(ϕ) = {0} don
 ϕ est un automorphisme qui transforme la base (Eij)16i,j6p enla base (Vi
tWj)16i,j6p de Mp(K).f) La base (Vi
tWj)16i,j6p est une base de ve
teurs propres de dA don
 dA est diagonali-sable de valeurs propres λi−µj asso
iées aux ve
teurs propres Vi

tWj pour 1 6 i, j 6 p.Partie II1°) a) Il est immédiat de véri�er que pour tout (A,B) ∈ M 2

p (K) et tout λ ∈ K,
tr(A + λB) = tr(A) + λtr(B)b) Soient A = (aij) et B = (bij) dans Mp(K). Alors

tr(AB) =

p
∑

i=1

(

p
∑

k=1

aikbki

)

=

p
∑

k=1

(

p
∑

i=1

bkiaik

)

= tr(BA)
) tr(P−1AP ) = tr((AP )P−1) = tr(A)2°) a) Si λ est une valeur propore de M , il existe x ∈ K
p − {0} véri�ant Mx = λxdon
 M2x = λ2x = Mx = λx soit en
ore (λ2 − λ)x = 0.Ainsi 
omme x 6= 0, λ2 − λ = 0 don
 les seules valeurs propres possibles de M sont 0et 1.b) Il est 
lair que (M − Ip)Mx = (M2 − M)x = 0 don
 Mx ∈ Ker(M − Ip).De plus M(−M + Ip)x = (−M2 + M)x = 0 don
 x − Mx ∈ Ker(M).Ainsi K

p ⊂ Ker(M − Ip) + Ker(M) et par suite K
p = Ker(M − Ip) + Ker(M).En�n Ker(M − Ip) ∩ Ker(M) = {0} don


K
p = Ker(M − Ip) ⊕ Ker(M)
) En prenant une base de K

p 
onstituée de ve
teurs de Ker(M − Ip) et de ve
teurs de
Ker(M), on 
onstate que la matri
e de l'appli
ation x 7→ Mx dans 
ette nouvelle baseest D = diag(1, 1, ..., 1, 0, 0, ..., 0) ave
 r éléments égaux à 1 (dim(Ker(M − Ip)) = r)et p − r éléments égaux à 0 (dim(Ker(M)) = p − r). Ainsi M est diagonalisable
'est-à-dire qu'il existe P inversible telle que P−1MP = D.2
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ours 2008Epitad) Ainsi tr(D) = r = rg(M)3°) a) d(Ip.Ip) = d(Ip) = d(Ip)Ip + Ipd(Ip) = 2d(Ip) don
 d(Ip) = 0.b) F (M + N) =

(

M + N d(M + N)

0 M + N

)

=

(

M d(M)

0 M

)

+

(

N d(N)

0 N

) don

F (M + N) = F (M) + F (N)

F (λM) =

(

λM d(λM)

0 λM

)

= λ

(

M d(M)

0 M

)

= λF (M)

F (MN) =

(

MN d(MN)

0 MN

)

=

(

NM d(M)N + Md(N)

0 MN

)

= F (M)F (N)

F (Ip) =

(

Ip d(Ip)

0 Ip

)

=

(

Ip 0

0 Ip

)

= I2p
) F (Eii) = F (EijEji) = F (Eij)F (Eji) = F (EijEjj)F (Eij) = F (Eij)F (Ejj)F (Eji)

rg(F (Eii)) 6 min
[

rg
(

F (Eij), F (Ejj)
)

, rg(F (Eji))
]

6 min
[

min
(

rg(F (Eij)), rg(F (Ejj))
)

, rg(F (Eji))
]

6 rg(F (Ejj))et par symétrie rg(F (Ejj)) 6 rg(F (Eii)). Ainsi
rg(F (Eii)) = rg(F (Ejj))d) F (Eii).F (Eii) = F (Eii.Eii) = F (Eii) don
 F (Eii) est une matri
e de proje
tion.e) F (E11) + F (E22) + ... + F (Epp) = F (E11 + E22 + ... + Epp) = F (Ip) = I2pdon


rg(I2p) = 2p = tr(I2p) = tr(F (E11) + ... + F (Epp))soit en
ore
rg(I2p) = tr(F (E11)) + ... + tr(F (Epp)) = p.rg(F (Eii)) = prDon
 le rang des proje
teurs F (Eii) est 2.4°) a) La dimension de Im(F (E11)) vaut 2, on peut don
 prendre deux ve
teurs (u, v) basede Im(F (E11)) véri�ant F (E11)u = u et F (E11)v = v.3
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ours 2008Epitab) F (E1k)F (Ej1)u = F (E1kEj1)u =







0 si k 6= j

u si k = jDe même on a F (E1k)F (Ej1)v =







0 si k 6= j

v si k = jSoit une 
ombinaison linéaire nulle de la forme
λ11F (E11)u + ... + λp1F (Ep1)u + µ11F (E11)v + ... + µp1F (Ep1)v = 0En 
omposant par F (E1k) on obtient

λk1u + µk1v = 0soit λk1 = µk1 = 0 pour 1 6 k 6 p.
) F (M)F (Ek1)u = F (MEk1)u = F

(

p
∑

i=1

mikEi1

)

u =

p
∑

i=1

mikF (Ei1)u

F (M)F (Ek1)v =

p
∑

i=1

mikF (Ei1)v.d) Dans la base B, la matri
e de l'appli
ation x 7→ F (M)x est la matri
e ( M 0

0 M

).don
 si P est la matri
e de passage de la base 
anonique de K
2p à la base B on obtient

P−1F (M)P =

(

M 0

0 M

)

5°) a) F (M)P =

(

M d(M)

0 M

)(

A B

C D

)

=

(

MA + d(M)C MB + d(M)D

MC MD

)

or F (M)P = PP−1F (M)P =

(

A B

C D

)(

M 0

0 M

)

=

(

AM BM

CM DM

)Ainsi MC = CM , MD = DM , d(M)C = AM − MA, d(M)D = BM − MB.b) Comme MC = CM et MD = DM pour tout M ∈ Mp(K), on en déduit que C et Dsont dans Cp.Ainsi il existe γ et δ dans K tels que C = γIp et D = δIp.
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) Si C = D = 0, P =

(

A B

0 0

) don
 P n'est pas inversible (det(P ) = 0) don
 soit
γ 6= 0 soit δ 6= 0.Par exemple γ 6= 0 donne d(M) =

A

γ
M − M

A

γ

e qui donne en posant X =

A

γ
,

∀M ∈ Mp(K), d(M) = XM − MX
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