EPITA 2007 - mathématiques 1

(durée de 1'épreuve : 3 heures)

On considére dans ce probléme deux fonctions @, b : R — C qu'on suppose de classe C' .
On étudie ici un algorithme d'approximation de la solution y de I'équation différentielle linéaire
du premier ordre (E) : /' (¢) = a(¢) y(¢t) + b(¢) qui vérifie la condition »(0) = yy ou y, €C.

Pour obtenir une approximation de »(7") pour un réel donné 7 # 0, on introduit un entier N = 1
et la subdivision 0 =7y <t < ... <ty_1 <ty =T du segment [0, 7], ou #; = %T (0O<k=<N).

On définit alors une suite finie yg = »(0), y1, ..., yn par les formules suivantes :

T
(1) Vke{0,1, ..,N-1}, Vil = Vet (a(t) yk + b(ty)).
(On a obtenu celles-ci en remplagant dans (E) )/ (#;) par le taux d'accroissement M .
k+17"'%

H Partie I

Dans cette partie, on étudie le cas ou les deux fonctions a et b sont des constantes réelles.
On ¢étudie donc la solution y du probléme de Cauchy suivant (avec yp €R) :

VieR, Y (@) =ayt)+b et ¥(0) = yyp.
Dans ce cas, la suite finie yy = y(0), y;, ..., ¥y est donnée par les formules suivantes :

T
(2) VkE{O, 17 '“aN_l}’ yk+1:yk+ﬁ(ayk+b)‘

1°) Etude de l'algorithme
a) Ecrire 1'algorithme permettant d'obtenir yy quand a, b, yg, T et l'entier N sont donnés.
b) Préciser en fonction de N le nombre global d'opérations +, —, x et / effectuées.

2°) Etude d'un cas particulier (V' (t) = y(t))

On suppose que a = 1 et b = 0, donc que 1'équation différentielle s'écrit )’ (¢) = y(¢).
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).

b) Préciser l'expression de yy et montrer que limy -, 100 Yy = W(T).

¢) Donner un équivalent de y(7') — yy quand N tend vers +oo.

3°) Etude du cas général (V' (t) = a y(t) + b)

On suppose que a eR* et b eR, donc que I'équation différentielle s'écrit y'(t) = a y(¢) + b.
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).

b) Déterminer y; pour 0 < k < N a l'aide de la suite auxiliaire z; = y; + %

¢) Préciser I'expression de yy et montrer que limy _, .o, Yy = W(T).

d) Donner un équivalent de y(7) — yy quand N tend vers +co.



H Partie 11

Dans cette partie, on étudie le cas ou les deux fonctions a et b sont des constantes complexes.
On ¢étudie la solution y du probléme de Cauchy suivant (avec yg €C) :

YieR, Y (@)=ayt)+b et ¥(0) = yp.
Les candidats veilleront dans cette partie a ne pas écrire de logarithme de nombres complexes.

4°) Etude d'un cas particulier ()’ (t) = i y(t))

On suppose que a =i et b =0, donc que 1'équation différentielle s'écrit y'(¢) = i y(¢).

a) Préciser y(T') (sachant que y(0) = yg).

b) Préciser le module 7y du complexe 1 +i %, puis déterminer limy , ;oo ).
Montrer que le complexe 1 +i % admet un argument 6y compris entre —% et %
Vérifier que Oy = Arctan(%), puis déterminer limy - 100 N Oy .

¢) Préciser I'expression de yy et montrer que limy _, .o, Yy = W(T).

5°) Un résultat préliminaire

N
a) Etablir que # ( k) < % si k et N sont deux entiers naturels tels que k < N.

En déduire 1'inégalité suivante pour tout nombre complexe z donné :
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b) Etablir que |¢* — (1 + %)N| < el —(1+ %)N, et que limy - 40 (1 + %)N = ¢

6°) Etude du cas général (V' (t) = a y(t) + b)
On suppose que a € C et beC, et que 1'équation différentielle s'écrit y'(¢) = a y(¢) + b.
a) Résoudre 1'équation différentielle et préciser y(7T') (sachant que y(0) = yo).
(On remarquera que l'équation est équivalente a (e™ y(r)) = be ', et on intégrera).
b) Préciser l'expression de yy a l'aide des formules (2) et montrer que limy - 100 Yv = V(7).

m Partie 111
On revient au cas général et on étudie donc la solution y du probléme de Cauchy suivant :

VieR, y(O)=a®y@®)+b) et y(0)=yp.
Dans ce cas, la suite finie yy = ¥(0), y1, ..., yy est donnée par les formules précédentes (1).

7°) Etude du cas ou a est la fonction nulle (y' (t) = b(t))

On suppose que 1'équation différentielle se réduit a )’ (¢) = b(¢).

a) Préciser a l'aide d'une intégrale l'expression de y(7) (sachant que y(0) = yg).
b) Montrer a I'aide des formules (1) que yy est donné par la relation suivante :

N-1 kT
YN =0+ % ;0 b(T)'

En reconnaissant une somme de Riemann, en déduire que limy , 4o yv = V(7).



8°) Etude du cas ou b est la fonction nulle (y' (t) = a(t) (1))

On suppose que 1'équation différentielle se réduit a y’(¢) = a(t) y(¢), avec a a valeurs réelles.
a) Préciser a l'aide d'une intégrale I'expression de y(7') (sachant que y(0) = yp).

b) On considere la suite (py) définie pour N = 1 par :

pe=[100 3 45)

+ Etablir, lorsque N est assez grand, qu'ona: Vv keO,1, ..., N-1},

T (kT 1

v G(TN =7

« Etablir I'inégalité x — x> < In(1 + x) < x pour tout nombre réel x = — %

* En déduire un encadrement de In(py ) et les limites de In(py) et py quand N tend vers +oo.

c) Préciser I'expression de yy a l'aide des formules (1) et montrer que limy -, oo Yn = V(7).

9°) Une majoration préliminaire

On considere des réels strictement positifs a et S, et une suite réelle (e ) vérifiant eg = 0 et :
VkeN, erv1 =(1+a)e; + 6.

On lui associe la suite réelle (1) définie par uy = 0, puis par ugy; = (1 + @) uy + S.

a) Déterminer la limite éventuelle L de la suite (uy), puis préciser l'expression de uy.

b) Etablir 1'inégalité e; < u; pour tout entier naturel 4, et en déduire qu'on a pour tout k€N :

B B
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10°) Convergence de la méthode d'Euler

On étudie le cas général de I'équation différentielle y'(¢) = a(¢) y(¢) + b(¢).
a) Montrer que la solution y vérifiant y(0) = y, est de classe C? sur R.
b) Etablir que la solution y vérifie la relation suivante pour 0 <k < N :

T T Tk+1 ”
W) = (1+ — al) vt + + b + f (tes1 =0 (@) dlt
N N ’k
c) Etablir a I'aide de la relation (1) qu'on a alors pour 0 <k < N :

T Tk+1 Y
YD) = yist = (14 T a)) 00 =y0+ | 7 (er =0y 00
U
On pose A= maxj|<|T| la(?)| et My = max|<|7] |y” ®).
En notant e; = |y(#) — yx|, en déduire l'inégalité suivante pour 0 <k < N :
A |T|) .\ M, T?
e )
N /T Nz
d) Déduire des résultats précédents une majoration de ey = [y(T) — yn|, puis conclure.

€ry1 < (1+




