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c) La conservation du produit scalaire implique celle de la norme. Inver-
sement, on a :

(f(x), f(y) = %(Hf(:t +)lI” = IF @) = I F @I
= %(Ilw +yll? = llzl* = lyl*) = (z,y)

d) En faisant z = f(y), donc y = f~1(2), on passe de (2) & (3) et inver-
sement.

2)a) Fjy et G sont des matrices orthogonales directs (on a "M M = I avec
det M = 1). Ce sont donc des rotations.

Fjy est la rotation de mesure 6 autour de e3.

G est le demi-tour d’axe Oz.

b)
cosf) —sinf O
FpG =1 sinf@ —cosf O
0 0 -1

Comme det (FyG — X13) = (1 — X)(X +1)2, les valeurs propres sont 1
et —1 a l'ordre 2 et :
. le sous espace propre associé a 1 est la droite Vect(u(g)),

N 0 s 0
. le sous espace propre associ¢ a —1 est le plan z cos 5 + ysing = 0.

fo 0 g est aussi diagonalisable et c’est le demi-tour d’axe u(g)

-1 0 0
R =-G= 0 10
0 01

est la réflexion par rapport a y0z. De méme, 19 et r3 sont les réflexions par
rapport a z0x et z0y.

3)a) On vérifie matriciellement que fo o f3 = fayget go faog= f_q et
onag?=1Id (oug!=g).

b) Comme fp,9 € O(R3), on a G+ C O(R3). On établit donc que G est
un sous-groupe de O(R?) :
. G4 est stable par produit car :
faofs=fat+pi fao(faog) = fatpog;
(faog)ofa=faof-pog=fa—pog;
(foeog) O(fﬁog) :faof—ﬁogog:fa—ﬁ§

. G4 est stable par passage a l'inverse car :

(fo) ' =f-0; (focg) ' =g lofg=gofog=fooyg
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De méme, on vérifie que G' = Gy U G_ est un sous-groupe de O(R3?).

4)a) Les points de D s’écrivent A + RV ou (a,0,0) + A (0,m,1). Celui
d’ordonnée z est M(z) (a, mz, z). Et M(z,0) = fo(M(2)) a pour coor-
données :

M(z,@)(m =acosf —mzsind ; y =asinf + mzcosb ; z)

b) Un point M(z,y,z) appartient a Q ssi :

axr +mzy 06 — ay — mzx

32,0 : cos = —— = ==
’ a? +m?2z2 a? +m?2z2

< (ax +mzy)? + (ay — mzz)? = (a® + m?22)?
= 22 +yP=m?? +d?

c) Pour a > 0, c’est un hyperboloide & une nappe (i.e. : un cylindre si
m = 0).

d) Pour a =0, c’est un cone ('axe 0z si m = 0).

5)a) Si M(z,y,z), on a fo(M)(zcosf —ysinf, xsinf + ycosh, z).

On a (2 cos @ —ysin#)%+ (zsin O +ycos 0)? = 22 4+y? = m?22 +a?si M € Q.
Ainsi, fo(M) € Q.

Méme chose avec — fy, puis avec g et —g.

b) Sip, ¥ € G, onapo¥(Q) C p(Q) C Q. Et comme +fy, £g appar-
tiennent a G, G contient £ fy et +fyo g pour 8 € R, donc G UG_ C G.

6)a) Puisque @ est orthogonal, on a ||¢(z)| = ||z||. Ainsi, ¢ laisse stable
la sphere S = §(0,a).

b) C=9nNS est le cercle #2 4 y? = a? du plan x0y, qui est donc stable
par ¢ € G.

Comme e € C, il existe donc 0 € R tel que p(e1) = u(h).

Et comme ¢ est un automorphisme orthogonal, il transforme le vecteur
unitaire orthogonal ez en un vecteur unitaire orthogonal £u(0+7%). Comme
es est unitaire et orthogonal & ey, ez, p(e3) est unitaire et orthogonal &
u(f), £u(d+ 3).

Donc p(e3) = *es.

c)

cos —esinf O
M(p) = sinf ecosf 0
0 0 1
1 0
F_gM(p)=1 0 0
0 1

Sie=1: M(p) = Fyet o= fo,
Sie=—-1: M(p)=FyRyet p= fgpors=—fgir0g.



{9007“3=f0, ou = fgorg=—foir
Donc

porz3=fgorgors=fgog

e) Finalement toute isométrie vectorielle laissant stable Q appartient a
G=G,UG_.CommeonadéaG,UG_CG,onagG=Q.

7T)a) J = QNS est ici la réunion des deux cercles d’équation 22 +y? = m?

des plans z = £1.
Un élément ¢ € G laisse stable Q et S, donc J.

b) Comme m u() + ez € J, o(m u(f) + e3) = me(u(f)) + ¢(e3) appar-
tient & J et s’écrit m u(6') + es.

Donc (p(m u(f) + e3),e3) = <m u(8') + es, 63> = +1.

Idem avec (p(m u(f) — es,es) = £1, d’ou :

(o(m u(B) + e3), e3)°—{p(m u(f) — e3),e3)> =0 <= (p(u(0)), e3) (p(e3), e3) = 0

c) Si(p(es),e3) =0, ona (e3¢ " (e3)) = 0.
Donc ¢~ !(e3) = u(a) car c’est un vecteur unitaire et orthogonal & es.

Alors,

(p(mu(a+ %) +es),e3)
mu(a+ %)+ e3, 0 es))

u(la+ %) + e3, u(a))

N N/~

=0
Contradiction car on devrait trouver £1 d’apres b).

d) Donc (p(u(f)),e3) =0
et p(e1) = u(0)

donc p(e2) = £ u(f + 5)
donc p(e3) = *es

e) On conclut alors comme au 6).



