EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

CORRIGE
1)
X X4 6
0 000= [0t =2, (0=, (0=
2n
on prouve par récurrence que Un(X)= ol
b) U(X= nIZChX'
o0 I X2n
oV (x)= %(— = Cos X,

d) Comme IO (x —t)chtdt = IO shtdt (intégration par parties) = chx-1, U est solution de (2).

Comme .[o (t — x)cos tdt = — IO sin tdt = cos X —1 | v est solution de (3).

2
) 2n+1 +oo X2n+1
a) On démontre par récurrence que Uy (X) = m et donc U (X) = % m = shx.
+o0 2n+1
b) On obtient V (x)= % (-1) (2);—_”_)' = sin x.

¢) Comme .[: (x —t)shtdt =[(x —t)cht [{ + I:chtdt = —X+ shx |

on verifie que U est solution de (4).
De méme

sin x — J' (t — x)sin tdt = sin x + [(t — x)cos t]; _[costdt_5|nx+x—smx—xet\/est

solution de (5).

3)
b) en appliquant I’égalité de Taylor avec reste intégral, on obtient :

—1
un+1(x) n+1(0)+ z _un+1 0)+J. (X ) anl (t)dt (S un+l € Cn+l[o 1]) or

Uy (%)= Au, (x).u ;+1( )= 2%u,, (x ) ----- n”Jl A" £ (%) ce qui assure que Uy, € C"[0,1]et
donne U,(Hi(o)pour 0<k<n.




X ln+l(x . t)n

On obtient un+1(X) = _[O Y f (t)dt.

P n+ —t "
o) comme U () = 100+ 5 [ B2 ¢ tyat,
n=0+0 n!

+00 n
_ 1 (X—1) .
la série ZO A" nl f(t) converge normalement sur le segment [0, X] puisque
n= !

n+l

| SUp‘f(t)‘etl’onadonc
n! te[O,l]

<

in+1 (X B t)n f (t)
n!

U (x) = f(x)+j:(§z”+l (X;It)n j f(t)dt = F(x)+ [ e?0f (t)dt,

d) Pour vérifier que U est solution de I’équation (6) calculons
X X X o ot
jo\u\(t)dt:jof(t)dujozet(joe f (u)du)dt
_ [ at [ -au S LTS
- [t +[e [le (u)dul [ee ™ f @yt
_ AAX X
= j e f (u)du
ce qui donne : U (X) — 4 I;U (t)dt = f(x)
¢) Remarquons que si U : [0,1] — R est une fonction continue en posant U : [0,1] = R o
U(x)= J.: U (t)dt on obtient une fonction de classe Cletsi U vérifie (6) alors U vérifie
U (X) — AU (X) = f(X) (1l est équivalent de dire que U € C °[0,1]verifie (6) et
U:ix— j:u(t)dt € Cl[O,l] vérifie I’équation U '—AU = f ),

U'-AU = f équivaut a (e*“U (x)'=f (x)e’“ ou encore U (X) = etH I; f (t)e‘“dt +U 01 Ce

qui donne U(X) =U"(x) =| f (x) + et I: f (t)e™"dt = u(x) sur[0,1]

4)
a) Il est immédiat que si

‘un(x)‘ <M (K:I) "un+1(x)‘ =

jo k(x, t)u, (t)dt

<[5 [k (x, t)u, (t)[dt

) - tn K n+1Xn+1
<[FK™.M .mdt =M W et comme ‘UO(X)‘ < M 1a propriété est établie.



n

K
o sur [01] .

b) Lasérie X = 2 U, (U) converge normalement sur [0,1] puisque ‘Un (X)( <M

La somme U de cette série est continue (comme somme d’une série normalement convergente de fonctions
continues).

X ® o ex
c) Calculons _[O k(X’ t{é} Ui (t)jdt = Z%) _[O k(X’ t)ui (t)dt (la convergence de la série est normale sur le

segment [0.x] ) et [ k(x, U (E)dt = ., () = U (x)= (%),
ce qui prouve que U est solution de (1)

d) Immédiat.

(Kx)'

o Sur [0,1] alors

e) 1l est clair que ‘d (X)( < Ié KDdt = KD .X. et que si ‘d (X)‘ <D

K n+l,,n+1 K n
t"dt =D —X, ce qui prouve que [d [, < D —— et ceci pour tout
(n+1) n!

X K n+1

d(x)<D IO -
n donc |[d|| =0 etdonc U, = u, sur [01]

f)  On établit par récurrence que la suite (Un) vérifiant U, = X et Un+1(X) = JS(X — t)Un (t)dt vaut :

. 1 2n+2
U, :Xo 2x X“"* et donc la solution de (7 )vaut :
(2, +2)

+00 2n+2

X
2> ———=2(chx -1
X — Zo:(2n+2)! (chx —1).
o X2n+2
Pour Iéquation (8), on trouve U, : X —> (_ 1) Zm ce qui donne U (X)z —Z(COS x—1).

5)
a) on suppose que Y € C*[0.1] et vérifie y(0)= Yo y'(0)= Y's.

si (%)= 15 (@(x)+ (x = tho(x)) y" (t)at

= y" (%)= (a(x)+ xb(x)Xy" (x)= y'(0) )+ b(x)xy" (x) - b(x)y(x)+b(x)y(0)
= C(X)+ Yo a(x)+ (YO + Xylo)b(x)
alors cette égalité équivauta y"= a(x)y'+b(x)y + c(x).



b)  Onsait que I’équation U(X)— j: k(X, t)U (t )dt = f (X) a une unique solution continue sur [0,1].
Enposant "= U donc Y'(X)=J u(t)dt — y', et

X t
y(x)= IO UO u(a )d a—Y }dt + Yo, on obtient une solution au probléme de Cauchy

sy ) o)

y(0)=y,.y'(0)=y',



