EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES

Dans ce probléme, on étudie les équations intégrales de Volterra, qui s'écrivent sous la forme
suivante ou f: [0, 1] > Retk: [0, 1] x [0, 1] > R désignent deux fonctions continues données, et
ou u: [0, 1] = R est une fonction continue, inconnue ici, astreinte a vérifier pour 0 < x<1:

(1) u(x)—j:k(x,t)u(t)dt — £(x).

Les trois premiéres questions sont consacrées a des cas particuliers de cette équation, tandis que la
question 4 propose I'¢tude générale de I'existence et de I'unicité d'une solution u.

1°) On pose uy(x)=1, puis u, ,(x) = on(x —tu, (t)dt pour0< x<1etpourn e N.

a) Calculer u;(x), Uy(X), Us3(X), puis par récurrence Un(X).
b) Calculer la somme U(X) de la série Ug(X) + Uy(X) + ... + Us(X) + ...
c) Calculer la somme V(X) de la série Uy(X) — U(X) + ... +(=1)" un(X) + ...

d) Vérifier que U et V sont respectivement solutions des €quations suivantes :

2) u(x)—j:(x—t)u(t)dt - 1.

(3) u(x)—j:(t— x)u(t)dt = 1.

2°) On pose Uy(X)= X, puis U, ,,(x) = on(x —t)u, (tydt pour 0 < x<1etpourn e N.

a) Calculer la somme U(X) de la série Uy(X) + Uj(X) + ... + Un(X) + ...
b) Calculer la somme V(X) de la série Uy(X) — Uy(X) + ... +(=1)" us(X) + ...

c) Vérifier que U et V sont respectivement solutions des €quations suivantes :

(4) U(X)—j:(x—t)u(t)dt = x.

(5) u(x)—j:(t—x)u(t)dt - X.

3°) On pose uy(x)= f(x), puis U, ,;(x) = on/l u,(t)dt pour 0 < x <1 et pour n € N (ou A réel

donng).

a) Vérifier par récurrence 'égalité suivante pour une fonction g : [0, 1] — R de classe ™ :
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b) Etudier les dérivées de U, et en déduire que :

X An+](x _ t)n

0 = f(t)dt .

Un+1(x):J

c) En déduire alors (avec les justifications nécessaires) la somme U(X) de la série de fonctions
Ug(X) + U;(X) + ... + Us(X) + ... en fonction de f(x), exp(Ax) et j 0exp( —At) f(t)dt .

d) En déduire que U est solution de I'équation suivante :

(6) u(x)—;tjox u(t)ydt = f(x).

e) Retrouver cette solution en résolvant une équation différentielle convenable.

4°) Dans cette question, on étudie 1'équation générale (1) décrite dans le préambule :

(1) u(x)—J‘Oxk(x,t)u(t)dt = f(x).

On prouve d'abord I'existence d'une solution U (questions a-b-c), puis son unicité (questions d-e).

On pose a cet effet uy(x)= f(x), puis u,,(x) = joxk(x,t)un(t)dt pour 0 < x<1etpourn e N.

On admettra que toutes les fonctions u, de cette suite sont continues sur [0, 1], et on désignera par
K et M les maxima des fonctions continues |k| et | f| sur [0, 1]* et [0, 1] respectivement.

a) Montrer par récurrence 1'inégalité suivante pour 0 < X< 1 etpourn>1:

n
sl < 2L

b) En déduire (avec les justifications nécessaires) que :
e lasérie Uy(X) + Ui(X) + ... + Uy(X) + ... converge pour 0 < x < 1.

e la somme U(X) de cette série est continue sur [0, 1].

c) Exprimer (avec les justifications nécessaires) l'intégrale j OX k(x,t)U(t)dt en fonction de U
et f.

En déduire que U est une solution de (1).
d) Montrer, si U; et U, sont deux solutions de (1), que d = U; — U, est solution de :

d(x):foxk(x,t)d(t)dt.

e¢) Montrer, pour tout n € N, l'inégalité suivante ou D désigne le maximum de la fonction
continue |d| sur [0, 1] :

l[d(x)| < D%L.

En déduire que d est la fonction nulle, puis que U; = U,.



f) Résoudre par la méthode proposée dans cette question les équations intégrales :

(7) u(x)—j:(x—t)u(t)dt - X2,
(8) u(x)—j:(t—x)u(t)dt - X2,

(On exprimera les solutions U de ces deux équations a l'aide des fonctions usuelles).

5°) Dans cette question, on applique ce qui précéde au probléme de Cauchy suivant, dans lequel a,
b, ¢ désignent trois fonctions continues de [0, 1] dans R et Yy, y'y deux réels donnés :

y"=a(x)y’+b(x)y+c(x) et y(0)=yo , y'(0) =Y.

a) Montrer, parmi les fonctions y de classe C* de [0, 1] dans R qui vérifient y(0) = y,,
y'(0) = ¥'o, que Yy est solution du probléme de Cauchy précédent si et seulement si y" est la
solution u de :

u(x)—jox[a(x)+ (X =Db)Ju(t)dt = c(x)+ ysa(x)+ (Yo + Xy5)b(x).

b) En déduire I'énoncé et la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz pour ce probléme
de Cauchy, puis retrouver ainsi les résultats des questions 1° et 2°.

c¢) Résoudre ainsi, compte tenu des résultats de (7) et (8), les problémes de Cauchy suivants :
- y'=y+x> et y(0)=0, y'(0)=0.
y'=-y+x* et y(0)=0, y(0)=0.



