EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES
CORRIGE

Partie | : convergence de la suite (T, ) vers Iintégrale |

1. Expression de T,, en fonction de T,,_

a) a,b,netfdonnés(n>1)
To:=f@)/2+f(b)/2;

forkfromlton—-1dox:=a+k™*

a
T =Ty +f(x);0d;

2n-1 _a n b—a
b) 2Tp-T, [Zf(a+k - )—Zf(a+kT)]
k=1
- n-1 _ n _
—[Zf(a+2pu)+zf(a+(2p+1)%)—zf(a+kb—rf)1
=0 k=1

ban

Zf(a+(2p+1) )

n—

Zf(a+(2p+1)—)]

1
c) D’aprés la question précédente, T, = E [T, +

U[0] ::(b—a)w ;=1

ForkfromltondoS:=0;forpfromOtog-1doS:=S+f(a+(2p+1)(b-a)/(2*q)) ;od;
U[K] := U[k-1]/ 2 + (b — a)*S / (2*q) ;
q:=2*q;
od;

Alors U[n] est égal a T2n

Le nombre d’évaluations de f nécessitées dans cet algorithme est :
2+1+2+4+ . +2"'=2+(2"-1)=2"+1.

1
d) Icif()=4/(1+x)etl= j
01+ x?
Déterminons des valeurs approchées de Ty, To, T4 et Tg.

Le programme précédent effectué en Maple donne :
T,=3;T,=3.10000; T, =3.13117 ; Tg = 3.13898.

Or 7= 3.14159

Donc | — T, de I’ordre de 2.107* ; I — T, de I’ordre de 4.107? ;
| — T, de I’ordre de 1072 ,1 — T, de I’ordre de 3.10°%.




2. Majoration de I’erreur commise dans la méthode des trapézes

a) A I’aide de deux intégrations par parties, on obtient :
b
%_[: (x—a)(x—h) f"(x)dx = B(x —a)(x—b)f '(x)} —%.[: (2x —(a+b)) f'(x)dx

yt@+ 1)

= {_%(Zx—(a-yb)) f (X)L + I: f(x)dx = J-: f(x)dx - (b >

b) On en déduit la majoration suivante :
|jb f(X)dx — (b a)wg %m(x— a)(x —b) £ (x)|dx
< %f’ (=x° + (a+Db)x — ab)dx.
Or Jj(—x2 +(a+b)x—ab)dx =(a®-b*/3+(a+b) (b*-a?)/2-ab(b-a)

1 1
= —(b—a)(—2a2—2ab—2b2+3a2+6ab+3b2—6ab): 5 (b—a)’

f(a)+f(b)|
2 ~ 12

b
Donc|L f (x)dx — (b 2 (b—a)’

) 1-T,= ZD 00— (5, —x, )l 1L )}

b-a
carpourtoutk e {1,2, ..., n } X — X1 = —.
n
On obtient donc la majoration suivante :

n M a
1-T,|< ce qui s’écritaussi |I - T,|< —= 2
||;12(n)q ||12(n)

Partie 11 : développement limité de T,, quand n tend vers + o

3. Etude d’une suite de nombres rationnels

n+l

a) La relation définissant la suite de réels b, s’écrit Z— =0 pourtoutn>1,avechy=1.
p=1
n+l b n-1
La relation précédente s’écrit aussi : b, = — Zﬁ =- Z—k et montre que I’on détermine b, de
= P! koo (N+1-k)!

facon unique par récurrence.

b) On prouve par récurrence que les b, sont rationnels.

1 b, b 1 b, b, b, b, b, b, b, 1

blz_—;bZ:_—O——lz—' 3= —— —— — —:O'b4: ——————— - =

3 2 127 4 33 2 ’ 5 4 3 2 720

4. Etude des polynémes de Bernoulli
1 1 X X2
Bi(X)=—— +X;B,(X)=— - — + — ;
a) 1 (X) 2 2 (X) 12 5 5
X X2 x3 1 X2 X3 x“
Bs(X)= o~ + B ()= -

12 4 6 720 24 12 24'




Montrons que B,’(X) = B,_; (X) pour tout n > 1 et B, (0) = B,, (1) pour n > 2.
" b, X"
Pour toutn>1, B, (X) = Z— ; on en déduit :
= p!
p=0
np  XP*t ontp  XP
By ()= D — T = ) =By (X).
S (p-)! = p
n bn—p n bn—p
Pour toutn>2, B, (0) = b, etB,(1) = Z =h, + Z
pl p=1 pl

= b, = B,(0).
p=0

b) Pourtoutn>1, C,’(X)=C, (X);on en déduit par récurrence que :

pour tout p tel que 0 < p < n, C,® (X) = C,,(X) d’ou C,? (0) = C,,(0) .

n
On en déduit a I’aide de la formule de Taylor : C,, (X) = Z

n C_ (0 n C_ (0
L’égalité C, (0) =C, (1) s’écrit donc aussi : C, (0) = ZL,() d’odl ZLI() - 0.
p=0 p p=1 p

La suite de réels (C, (0))nen Vérifie donc les mémes propriétés que la suite (b,),en . Or on a montré a la question
3.a que cette suite est unique.

Onadonc I’égalité : V n € N, C, (0) =b,,; cela implique pour tout entier n : C, (X) = B, (X).

c) Notons C, (X) = (-1)"B, (1 — X); alors la suite de polyndmes C, ainsi définie vérifie les propriétés de la
question b. On en déduit que C, = B,..

En particulier B, (0) = (-1)" B,(1) = (~1)"B,, (0) pour tout entier n.
Cela implique dans le cas ot n est impair,n =2 p + 1, que Byysy (0) =0 ;
or pour tout n, By(0) =b,. Onadonc:V p € N, by = 0.

5. Développement limité de T, quand n tend vers + o

a) Soitg: [0, 1] - Rde classe C*** avec p > 1.
A I’aide d intégrations par parties, on obtient :

[[ayet - {(t—%)g(t)}: -fe-Ded = e am - [BOg 0.

Lowd -0+ =-[BOg O =-[6,0¢OL + [B,0g" O
= b, (1) -0 + [B,)3' O], - [ B, )9 (et
= b (@ -g'0) - [ B;(Hg® (et

On obtient la formule proposée par récurrence a I’aide d’intégration par parties, en s’appuyant sur les propriétés
des polynébmes B, : By’ =B, (n>1) et B, (0) =B, (1) =b, (n>0):

1 1 B - o 1 N
[ 9yt = S@O+gW)- J_Zz_;bz,-(g(“ YO -gP(0) - [ B,pa g Bt



b) Enappliquant la formule précédente alafonctiong:t o f(a+t(b-a)),onobtient:

(bi) f(t)dt-—(f(a)+f(b)) zsz(b a) it (f @i () — f @i (q))

-~y Bzm(mt) £ @D (u)dt.

c) On en déduit la majoration suivante :

b (b—a) p 2] (£ (20D (2i-1) 2p+2
1], TOdt = =@ + 10 + 2 by (0-2)" (T2 (B) = £ 47 (@) 1< (02 Mg g
j=1

a
, on obtient :

d) Enremplacant a et b par x,_; et x, et (Xc — X¢_1) par

Xy — p .
[ f(t)dt—(bzna)(f(xkl) £ )+ Dby, (bna) (F@D(x, )= @D (x, )| majoré par
k-1 j:l

_ 2p+2 n y
% Map+1 Sop+1. PUiS en sommant : (Ib f(t)dt = ZJ f (t)dt)

n a P X_1

b b-a) < e b )
[ rwd - E0 5 1)+ 1000+ Yoy D1 0)- 19 @)
k=1 j=1
b —a 2p+2
_(nT)Jrl M2p+1 ,sz+1.

O on anote T, = L a){f(a) Zf(x) f(b)} (b- ""){Z(f(xk D+ ))} donc

n
I’inégalité précédente s’écrit aussi :

p b _ 2p+2
N f(t)dt—anz,( A% (e - 1 @)s O DT vy s

p
Notons H, =T, - [ f (t)dt _szj b~ a)

(b _ a)2p+2

1
IN? Hy| < ~———— Myps1 fops1 donc H, = o(—55)
n n

(f (2j-1) (b) f @i (a))

Finalement on peut écrire :

To= _[ f(t)dt + szj M(fm_l) (b) — £ @ (@)) +H, d’ou I'on déduit le résultat souhaité : T, =
n

j=l

I 1o+ 30, B (e -1 @) ot

e) Dans le casoup =2, la formule donne :

b 1 (b-a)® _, , 1 (b-a)’ 1
= [, fOdt+ = =20 - @) - 100 - V@) o)



