EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES
CORRIGE

1. Préliminaire

VxeR,G(X)= _[l exp( 1X (12+u ))du etH (x) :(.foxexp(—uz)du)2
+

a .Montrons que les fonctions G et H sont C' sur R.

¢ Lafonctiong: Rx[0,1] > R
2 2
exp(—x“(1+u
(x,u) o b( 1 ( > ) est continue et admet une dérivée partlelle — 1 (x,u)
+Uu
o —2x exp(—x3(1 + u?)) continue sur Rx [0, 1].
On en conclut que G est C* sur Ret que :

VxeR,G'(X)=-2x I:exp(—x2(1+ u?))du

¢ Lafonctionu o exp(- u®) est continue sur R; on en déduit que la fonction
h:x o on exp(—u?)du est dérivable sur R, de dérivée h': x o exp(— x?).
dans ces conditions, H: x o (h (x))? est dérivable sur Ret :

Vxe R, H'(X)=2hx).h'(x) =2 exp(=d) jox exp(~u?)du
H () = 2 exp(— X) jolexp(—xztz).x.dt (chgt de var. u = xt )

H'(x) = 2x J':exp(—xz(1+ u?))du =-G'(x)

¢ VxeR,H'(X)+G'(X)=0; o0nen déduit :
vxeR,HX+G=H () +G (0)= j:1+1u2 duzg_

exp( x“u’)
+u?

du <exp(—x )j > du <exp (—xz)%

b. VXeRG(x)—exp(—x)_[

Onen déduit lim G (x) =0et I|m H(X)_Z

Or lim H(x)=(j0 exp(—u?)du)? (u o exp(- u?) intégrable sur [0, +oo [)

Jrz

Ainsi on obtient : I= J':Oexp(—uz)du =

. Premiéres propriétés de la transformée de Fourier F de f
a. VxeR, VteR,|[e2™f(t)=|f(t)ett o [f(t)| intégrable sur Rpar hypothése, donc
F (x) défini pour tout x de R.
+00,
b. ¥xeR,FX)|< [ |f(t)dt, doncF bornée,

Théoreme de continuite d'une intégrale dépendant d'un parametre
I'application (x, t) o, €™ f(t) est continue sur Rx R




e VxeR,VteR,|e?™(t) <I[f(t)], avec [f| intégrable sur R(hypothése de domination)
Alors l'application F : x o, faoe‘zm f (t)dt est continue sur R.
d. T est linéaire (immédiat) et T est 1-lipschitzienne :

soient g, g, deux fonctions de Ll(R)' alors :

¥ x e R TG00 ~ ool < [ e (g, (0) — 9, @)t < [ (9 (1) - g, ()]t
ce qui implique [[Tgs — TQzll.. < |91 — allx

3. Un premier exemple

—2inxt —2inxt

. +a
X F(x) = j x -dt = al_l)rpw j_alez dt
—2inxt —2izmxt a —2izmxt
jaxe 2dtze_ 12 __1r’2te22dt
2 1+t -2 1+t 2ir 2 (1+t9)

En faisant tendre a vers + co dans I'expression précédente, on obtient I'égalité suivante :
2|m<t 2izxt

xF(x)—j X — r:zlit ) dt ce qui s'écrit aussi :
ot e—2im<t
T X F(X) =1 I_wm
On en déduit :
|t g 2imt | 1
VxeR,|FX)|< <
|x| J'—°°|(1 t2)? | rr|x| J-°°(1+t 2y? 7Z'|X|

+00 || +00 t . _1 i
car | ———dt =2 ———dt = lim =1
LO (1+12)? '[0 1+t%)? a0 [1+t2}0

ainsi F (x) tend vers 0 quand x tend vers .

+oo T e—Zinxt
b. Montrons que I'application x o Wdt est C'sur R
14+t

Théoreme de dérivabilité d'une intégrale dépendant d'un paramétre

—2izxt
o lapplicationg: (x,t) o —— 5 et continue sur Rx R
@+t°)
_ Dipt2e2im
. Iappllcatlon — () a — 5 est continue sur Rx R
1+t9)
t g dmt | |
o VxeR,VteR,| | < {52 intégrable sur R
L+t%)? 7 (1+t?)
—2int2e 4™ 2?2 .
e VxeR,VteR,| | < intégrable sur R(équivalente 8 1/t en + o)

1+t%)? T (1+t?H)?



—2imxt

»t e

» (1+t%)32

vxeR, d (J‘+°0t g 2imt )= J‘+00— Ziﬂ'tze_zm(t
= (1+12)? = (1+1%)?

Alors I'application x o j dt estde classe C'sur R et :

La relation (1) permet de donner I'expression suivante de F (x) sur R* :
+ol @
- (1+12)2

F apparait comme le produit de deux fonctions de classe C1 sur R donc F est C* sur R*.

—2inxt

VxeR, F(x)——

En dérivant la relation précédente, on obtient :

i +oo t e—2iﬂXt | +Oo_2i7zt2e—2iizx'[
VXER*, F'(x)=- dt+_ ==
% L. @+t?)? L. (1+1%)?
t e —2inxt
XF'(X) = —F(x) + 2
J “(1+13)?
or
+Oot2e—2i7zxt " e—2izrxt . e—2i7zxt - e—2izrxt
.[—ool 2y2 :I—ool 2 _.[—ool 2 ()_Iool dt
@+t%) @+t%) (+t) (1+t%)?

En reportant dans I'égalité précédente, on en déduit :
—2inxt —2izxt

+oo @
Vxe R XF'®)=F(X)-2| ———dt ou F(X)-xF'(x)=2| ———dt
J““’ 1+t?)? J“‘0(1+t 2)2
On peut ainsi donner I'expression suivante de F '(x) valable sur R* :
1 oo e—2i7zxt
VxeR*F'(X)=—.F(X)-2| ———dt).
X '[—“ 1+12)?
oo e—2i7rxt
c. Exactement comme précédemment, on montre que la fonction x o mdt est C*sur R* et que :
o (14
—2inxt —2imxt
2

VX € R¥, —(j =)= Iﬂt—edt = 27 (2X F(x).

* (1 +1%)° o (Let?)?
Ainsi on obtient :

oo e—zinxt 1
vV x e R¥, F"(x)-—(F()— [ )+—(F‘(x)+47z2xF(x))
#(L+t?)?
—2inxt
F"(x)——(F(x) X F () - 2] o ——_dt)+4 AF (¥
F (x)=4 7z2 F (x).
1
FO=| dt = r

d. F est solutlon de I'équation différentielley "— 47y =0sur R* etsur R~

On en déduit :
o il existe deux constantes réelles A et B telles que : ¥ x € R™, F (x) = Ae*™* + B ¢ 2™
o il existe deux constantes réelles C et D telles que : V x € R™, F (x) = C e*™* + D ™



Détermination des constantes :
FO)=zn=A+B=rxetC+D = x(car F continue en 0)
lim FX)=0=A=0; lim F(x)=0=D=0
X—>—00

X—>+00

Conclusion :
VxeR,F(x) = ze?™

4, Dérivée de la transformée de Fourier et transformée de Fourier de la dérivée

a. Montronsque F:x o J._Moe’z"’"t f (t)dt est C' sur Rlorsque I'applicationt o t f (t) est intégrable sur R.

Théoreme de dérivabilité d'une intégrale dépendant d'un parametre
e lapplicationg: (x,t) oo e ?™f(t) est continue sur Rx R

... 0 o .
e l'application 8_g S(x, ) oo —2izte®™ f (t) est continue sur Rx R
X

e VxeR,VteR,| e‘Zi”x‘f_(t)| < |f (t)] intégrable sur R
e VxeR,VteR,2izte?™f () <2z|tf () intégrable sur R

Alors l'application x o fooe‘z”ZXt f (t)dt estde classe C* sur R et :

VxeR, i(r”e‘z‘”Xt f(t)dt)=F'(x) = -2iz j”’e‘”’"‘t f (t)dt
dx = —

On peut généraliser ce résultat aux dérivées successives de F jusqu'a l'ordre n en supposant que la fonctiont o
t" f (t) est intégrable sur R; alorson a:

Yke{12..,n} FO0 = (2i) [ et 1 (1)t

h. f'étant continue, on peut écrire: Vx € R, f(x) = on f'(t)dt

La fonction f ' étant intégrable sur R, on en déduit que f a une limite finie en + oo eten — .
Sachant que f est intégrable sur Ret que f admet une limite finie en + co et en — oo, on déduit que f a pour limites
Oen £ «.

vxe R T (= [Te  /dt = lim (Pt OF, + [ 2ime " f @at)
=2inx [ e ™ f (t)dt = 2ia T (4)

On peut généraliser ce résultat aux dérivées successives de f jusqu'a I'ordre n en supposant que les dérivées
successives de f jusqu'a I'ordre n sont toutes intégrables sur R;

alorsona:

Vke{l2,..n} TEOX = Qi) Tf (x).

5. Un deuxiéme exemple

VxeR,F(X)= J'jwe—Zinxte—;Z{Z dt

a. VteR,f'(t)=—2xtf(t);ainsi lim t?'(t) =0 donc f'estintégrable sur R.
t—>do0

D'apres la question précédente, on a le résultat suivant :

vxeR F'X)=-2iz [ e?™t ft)dt =i [ e ™ f/(t)dt =i 2inxF ().

Ainsi F vérifie I'équation différentielle suivante sur R:y '= — 2zx.y.



b. Onendéduit:Vxe R, F(x)= A4 g™ ,avec A=F (0) = ije‘”tz dt =1 d'aprés la premiere question.
+00 2 +00 2 du
(| e™dt=| e —=).
[Teva=[Tew 2

En conclusion : VxeR,F(x)= e ™

6. Limites en + oo de la transformée de Fourier

a J-A e_Ziﬂth(t)dt - gj‘ak e_2izrxt(p dt = §_¢k (e—Zizz*xak+l _e—Zim(ak)
' -A k=0 —a k k=0 2|7ZX

onendéduit lim ([ e 2™ p(t)dt)=0
X—40  9—A

b, Feo- [ ettt =] "e ™ f ydt + [ e ()]

+00

.y
< [F@ldt + [ 7]f 0t
-A
La fonction |f | étant intégrable sur R, on en déduit qu'a tout &> 0 on peut associer un réel A tel que I_ |f (t)|dt

+ [ 7]F(Odt <z, etdonc:

VxeR,[FX)- j_AAe‘Z‘”X‘ f(t)dt | < e

c. Théoreme

Toute fonction continue sur un segment peut étre approchée uniformément par une suite de fonctions en escalier.
(conséquence de la continuité uniforme, non au programme en filiere PC ou PT).

Cela signifie qu' a tout réel £> 0 on peut associer une fonction ¢ en escalier sur le segment

[~ A, A] telle que : Vxel[-AAlL [f(K)- o®)< i

d. Montrons que F (x) tend vers 0 quand x tend vers +oo

Soit &> 0 fixé. Il s'agit de montrer qu'on peut associer un réel M a cet ¢ tel que :
Vxe Rx>M=|F(X)|<e.

Quels que soient le réel A et la fonction ¢ en escalier sur [- A, A], on peut écrire :

_ A “2imxt A “2imt A “2imxt A “2imxt
F(x)=F (X - J‘iAe f(t)dt + L\e f(t)dt — J‘iAe p(t)dt + J‘iAe p(t)dt
d'ou l'inégalité suivante :

A A A o
FOI<IFE- [ e f@dt+ [ [fE)-pdt + | e p(t)dt|

A .
Choisissons tout d'abord le réel A tel que |F (x) — JlAe‘z'”Xt f(t)dt|<e/3

ce qui est possible d'aprés la question b.

A étant fixé, on choisit une fonction ¢ en escalier sur le segment [ A, A] telle que :
Vite[-A A]If () — @) < &/3 (ce qui est possible d'apreés la question c).

De l'inégalité précédente , on déduit alors I'inégalité suivante :
A .
VxeR,|[F(X)|<2e/3+ |j_Ae‘2'”X‘(p(t)dt |



D'apres la question a, on sait qu'il existe un réel M tel que :

vxeRx>M=| [ e P o)t < e/3

Conclusion: Vxe R, x>M=|F(X)|< ¢.

On démontrerait exactement de la méme fagon que F (x) — 0 quand x tend vers — oo,



