EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES
CORRIGE

Transformée de Fourier discréte

1°) Etude du cas particulier n =4

Dans ce cas o, = w4 = i.

l.a. Fa(ao, a1, @, 83) = (Aptay+aytas, ag+ay i- 8,-as i, 8g-a1 + a-a3, Ap-ay i- y+ag i)
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On en déduit que F,est inversible et que F41 a pour matrice représentative Z M, ; ainsi F4l est

I’endomorphisme de c* qui a tout 4-uplet (ag, ai, ay, a3) associe le 4-uplet suivant :

1
2 (aptastaztas, ag-a I- ay+ag i,a0-1+8-a3, g +ay I- 8-ag ).
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2. Etude du cas général

2.a. F, endomorphisme de C" est bijectif si et seulement si Ker F, = {0}.

(0, g, an1) € Ker F, = A(1) = A(on) = .. = Al ) =0

= le polyndme A admet pour racines les n racines N*™° de I’unité ;
ainsi A polyndme de degré <n-1 a au moins n racines distinctes donc A est le polynéme nul

et (a, ai,..., an1) = (0, 0,..., 0).
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2.c. M, matrice de F, dans la base canonique de C":

1 1 1 1
1 o, w’ ol
M,=|1 o a);1 a)ﬁ(”‘l) , C’est a dire que la colonne d’indice j de M, est égale
n-1 2(n-1) (n-1)(n-1)
1l 0,7 o M
1
j-1
a)n
A - 2(j-1)
aC; =| o,
a)r(]n—l)(i—l)

2d.La i®™ lignede M estégalea(l @' o> . 0" Vyetia j*™ colonnede M

est égale a

a)r(]n—l)(J'—l)

k(i-1)  k(i-1)

On en déduit que M ><|\/| = (@) 1<icni<j<n AVEC Q= Zw w,
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Conclusion: M xM = n.l

n-
On en déduit que Fn’1 est I’endomorphisme de C" admettant pour matrice représentative dans la base

canonique de C" la matrice Z M, ; on peut aussi définir Fn’l de la fagon suivante :
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2.e. Mn - Ivln X Ivln _(bij)Jsisn,Jsjsn avec bij_ an 2 - Z(wn )
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Ainsi deux cas se présentent :
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Conclusion :

an = (bij ) 1<i<na<j<n AVEC bijZOSi i+ j-220 [n],OSinon.

donc by, =n, b, ., ;=npourie {2,..., n}et les autres coefficients sont nuls.
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On en déduit: M * = n’l
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M, admet le polyndme X ‘- n? pour polyndme annulateur (polynéme scindé a racines simples) donc M et

F,, sont diagonalisables et les valeurs propres sont nécessairement racines du polyndme annulateur donc

éléments de {\/ﬁ—\/ﬁ ivn,-ivn }
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On en déduit :
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Fn(%(e1 —e ) +V)= i \/ﬁ(%(el —e, ) +V).
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Ainsi chacune des valeurs /n , —+/n , iv/n, —ix/n est valeur propre.

4.a Montrons qu’a la fin I’algorithme, on obtient (&, ..., ;) = F, (a).

¢ P=0=> F=roay=p+70.a, =py—70.E=0,.
2
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¢ p=l= F:71wn'0‘1:ﬂ1+71wn1a5+1:,81_71wn’E:a)n'
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¢ P quelconque = F =y o/, a, =B, +7,0,,, ; =p,-7,0,,E=0,".
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2n-1 k
on en déduit : Vp € {0, 1 .., g—l}, a, = Zak (@) =A(a?).
k=0
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Vpe{o, 1 .., E_}’aerp: p—;/pa)np;

or w? =-1= a)?p =-o..
n ! L. ip
onendéduit: Vpe<0, 1, .., —-1:, a, = Z:ak(a)n2 ) =A@2 ).
2 E"’p k=0
Ainsi: Vpe{0, 1, .. n-1}, a, = Alw,) cestadire (o, ay,...a, ;)= F.(a).
4b.VNeN,N>0, u, =2u, , +2""
oy . N+1 Inn
On en déduit par récurrence (U, =0)que Uy = N2 = ZnE.

5.a.F, (p).F,(a) =(PMQQ), P(®,)Q(@,).... P(@; )Q(@y )..... P(@, ")Q(e0; ™))
=(R(W), R(@,),-,R(@7),... R(@; ™)) = F, (p *0).

5.b. calculde F, (p) — U, opérations
Calcul de F, (q) — U, opérations
Calcul de F,(p).F,(q) —n  opérations
-1 g -1 1—
Calcul de F, " (F,(p*0q)) — U, +n opérations (car F,” =—F)
n

Par cette méthode, le calcul de p*q (oude P.Q) nécessite 3U,, +2Nn opérations

Inn . . Inn
3Uy +2Nn=3(2n-——)+2n qui est équivalent quand N — 400 &a:6n——-.
In2 In2
n-1
La méthode usuelle de calcul du produit P.Q nécessite Z (2k +1)=n(n-1)+n=n>
k=0



