EPREUVE COMMUNE de MATHEMATIQUES
CORRIGE

Probléme 1 :

La
VP e®, [X], T(P) € R, [X],eneffet:

2n 2n+1 2n+1 2n-1
k-1 k+1
P=D, a, X" TP=Q=) a, x* -Z—( )ak_lxk+z( )aMXk
k=0 k=1 2 2n oo 2N

Le coefficientde X *" est a,, —a,, =0, donc T(P) € R, [X]
T est linéaire . Donc T e L(R,,[X])-

1.b
X%
VP e KerT < XP(X)- Z_—=p'(x)=0
2n

< P=A(X 2 -1)", 2 € R (car P solution d’une équation différentielle linéaire du 1% ordre)
Ker T # {0} donc T non injectif.

T endomorphisme d’un R espace vectoriel de dimension finie , T non injectif donc non surjectif.

lc
p P oo )
T(XP)= XP?——XP" 4 —X""' vpe[l2n] avec p entier
(X*") on on p e[1.2n] p
TH =X
0 =3 0
2n
1\ 0\ 0
p
o on
A= \ 0 \
2n—p \ 2n-1
2n 2n
0 \ \ 1
0 =3 0
2n
2.

2

X% -1
T(R) = X(X +1)% == —=2n(X + 1) = (X +1)*"

X%-1
2n

n-k .
vk €[1,2n-1],T(R,) = B P, avec p entier

T(PZn):X(X—l)zn_ -Zn(x—l)znil:—(x_]_)zn

remarque :
Pour k=n, on retrouve T(P)=0, P, = (X2 -1)"



On en déduit que T est diagonalisable puisque admet 2n + 1 valeurs propres distinctes et dim %, [X]=2n+1 .
(Pyyeeeeness P,,) base de vecteurs propres.

U matrice de passage de (1, X,....,X*") @ (P,,P,,....,P,)
donc B=U"AU
U= (Uij)osiszn

0<j<2n
2n ) 2n ) . . 2n . . .
Py = 20X =(X =17 = 2 C; ()" X' =D (-1)'C;, X!
i=0 i=0 i=0

2n 2n
Po ZZUmXi =(X+)* ZZC;nXi
i=0

i=0

vk €[12n-1],P, = (X =D (X +1)*"™* = X" +.......+(-D)"

Ainsi
1 -1 (D! 1
_'(:én (:;n
U=|(-)'C, * c
1 1 1

2n 2n
Zczkn Pk(X)=Z(X DR (X +D) P = (X =1+ X+ =20 X
k=0

k=0

S (A1) CE P () = (-1 (X =D (X + 1) = (X 41 (X ~D)" =27

2n
X = Zij P.(X) Pour X =1 on obtient 1= v,, 22"
k=0

Pour X = -1 on obtient (-1)! = Vo o



22n 22n 22n

= (_l)iCin Cin

V = U ' = 22n : * Zgn
(-1’

22n 22n 22n

B matrice diagonale = vk eN, B* et B*** matrices diagonales.

B = (b;) osi<n Siizj.b =0
0<j<2n
pour tout i de [0,2n] avec i entier , b, = n-t
n
=\ 2k
On en déduit : pour tout entier k, B?* matrice diagonale de termes diagonaux (E) :
n

Vi e[L2n—1] avec i entier , (nT_ijN 0

n— | 2k
Pouri=0oul=2n, (—) =1

n
1
0 0

conclusion : limB* = 0 =L,

kK—+0

0 0
1
1
0 0
de méme limB*** = 0 =L,
K— 40
0 0
-1

A =UB*U ™ donc A™ - ULU™

En effet , on peut choisir sur M, ., (R) , une norme || || telle que || AB[| <|[|Al.|B] ; on en déduit :
su-+ LU~ <huls® - LY

ce qui prouve HUBZkU “-ULU "1H—>O donc A% - UL U™

K—+o0

de méme A" 5 ULU™

Détermination de UL,U ™ :



La matrice représentative de I’endomorphisme fde R, [X] danslabase (P,,....... , P, ) tel que :

f(R)=FR . f(Py)=
f(Pk)—O Vk e[1,2n-1]
donc UL,U ~ matrice représentative de f dans la base canonigue €X,...... X 2n) .

2n 2n FB + an
f(1)= f(zviopi)zzviof(Pi)zvooPo ono P = o2
i—0 i—0

De méme
-1 jp
f(X‘)—f(Zv” ,)_ZVUf(P)—v Py Vs Py _%
= 2 Zcmm( X!
L (S (1+(—1)”")]
1| “2n
LU _( 27" 0<i<2n
0<j<2n
Détermination de UL, u-:
Danscecas f(Py) =P, f(P,,)=—P,, et f(R)=0
P+ (-1 ”1
fF(x)==" (223 =
Ci 1+ (=1 i+j+1
UL1U -1 =( 2n( (2n ) )j
2 0<i<2n
0<j<2n

Probléme 2 : Analyse

f(x,y,2) = F(q/x2 +y? +zz)

1.
o.f . X
E(x,y,z) =F (,/x2 +y? +ZZ)'——XZ e

2 2

ol f N X2 (T y? +12 déduit
e (x,y,2)=F (w/x +y +z ).ﬁ+F(1/x +y°+z )_—Onen éduit :

X +y +z (x* +y?+12%)

3
2

o f o.f .
de+yﬁ.y ﬁz —\/x +y? +7° (\/X2+y2+zz)

ot ot O . 2 .
P +§.y2 o= F (1/x2+y2+22)+—m.F (1/x2+y2+22)

Conclusion :

f est solution de o1 +5’-2 f +0"-2f Of ot of s
O.x? dyz 0.2% O.X yo’{y 0.7 :

sur R — {(0,0,0)} si et seulement si F est solution sur ]0,+oo[ de (E) :

F"(r)+§F'(r)—rF'(r):/1.F(r)



ourF (N +@2-r?)F (r)-ArF(r)=0 A=3

2.20

Solutions développables en séries entiéres

Z:axkrk solution de (E) < rz k(k —1)akrk‘2 +(2- rz)z kakrk‘l —/”tZakrk” _

Z(k+1)kak+1r +22(k+1)ak+1 > (k-Da, r* Zza“ =
k=2

k=1

Coefficient constant : 2a, =0
Coefficientder: 6a, — 4.a, =0
Coefficientde r*(k >2) : (k +1)ka,,, +2(k +1)a, , —[(k 1) + AJla, , =0
(k+2)(k+Da,, -[(k-1)+1]a,, =0
ce qui s’écrit aussi pour K > 1 :
(k+3)(k+2)a,,,-(k+1)a, =0

et on vérifie que pour k=0, on retrouve 6a, — 4.a, =0

2b
Rayon de convergence :
azk+2r2k+2 (2k + 4) r2

—> \v
a, 1%~ (2k+3k+z) =0 r>0

donc le rayon de convergence est égal a + oo

2.c

A=3
a —ia = ! a a avec a, =1
27 2k 2"‘2_2k(2k—2) ....... 20 2k|<I B
S(r) = zazkr —322 klzao 2

3a

lim x%e 2 =0

X—>+0

X
- 1
donc pour x assez grand € 2 < —

X

XZ

et X—>e 2 intégrable sur [r,+oo[, Vr >0
X

X2

X

x X dx e ? x 1 X
j e 2 —=|- —I —.x.e 2dx
r X X roX




XZ I’2
- - 2
e 2 e 2 x X
— _ 2
X + . r e 2dx

puis par passage a la limite : X — 400

r
2

—T1(r)

2
v o dX e
[e" -
2
r X r

3.b

F=Sy

F’=S’y+Sy’

F'=S"'y+25"y"+Sy"

F est solution de (E) <> [rS” +(2—-r°)S — A.rS]y +[2rS + (2-r?)S]y +rSy =0
or =>[rS +(2-r?)S —A.rSly=0

donc F solution de (E) <> rSy” +[2rS +(2—-r?)S]y =0

S(r)=e 2 S'(r)=re?
donc 2rS’ = 2r?S

F solution de (E) <> S(ry” +(r* +2)y)=0

F=Sy sy +(rP+2)y =0
. e_%
<:>y(r)=Ar2 (AeR)
o

< y(r) = A(M(r) - 2 )+ B (A,B) eR?
3.c
Les solutions de E sur ]0,+oo[ :

ez ¢ r
F(r) = A(II(r) - - ).e? +Be? (A,B) eR?




