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1°) Etude d'une fonction auxiliaire f
On considere la fonction f'définie de R dans R par : f(u) = I_LZS(”)
u

a) La fonction f est clairement continue sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s'annule pas, elle est positive de maniere évidente, et
comme |1 — cos(u)| = 1 + |cos(u)| =2,onadonc 0 < f(u) < Z/u2 pour u > 0.

2
b) Au voisinage de 0, on sait que cos(u) = 1 — ”7 + o(uz), d'ou résulte que :

2
'  l-cos(u) u? +o(u?) (1 1
lim f(u)=lim ——— = lim —— = lim | -+ o(1) | = —.
u-0 u-0 u2 u-0 uz u-0\2 2
1

On pourra donc prolonger fpar continuité en 0 en posant f(0) = >

c¢) La fonction f est alors continue sur [0, +oo[, positive, et majorée par 2 / u? sur [1, +oof.

1—cos(u)

2

I1 en résulte qu'elle est intégrable sur R et que l'intégrale L(0) = f0+°°
u

du converge.

d) L'intégrale L(x) est également convergente pour tout réel positif x car c'est I'intégrale
d'une fonction continue (ou prolongeable par continuité) sur R, positive et majorée par f,
fonction dont on vient d'établir I'intégrabilité sur R.:

1 — cos(u) _x 1 — cos(u)
— e

7t e T

Yu>0, 0=

2°) Propriétés de la fonction L

a) On applique a L le théoréme de continuité des intégrales dépendant d'un parametre :

1) pour tout u = 0, la fonction x — f(u) e™** est continue sur R .

2) la fonction intégrée u — f(u) e est dominée indépendamment du parametre x = 0
par la fonction £, dont on a établi l'intégrabilité sur R, :

Vuz=0, [fwe ™) =fwe™" < f(u).

Il en résulte que la fonction x — L(x) = 0+°° i;(") e X" du est continue sur R, ..

u

1—cos(2 x)

b) Selon la formule cos(2 x) = cos?(x) — sin?(x) = 1 — 2 sin?(x), on a : sin?(x) = >

2
On adonc 1 —cos(u) =2 sinz(g) < ”7 d'apres 1'inégalité classique [sin(x)| < |x|, d'ou :
2 sin?( 4
[

2
2 w2 242

2

1 —cos(u) u 1

Yu>0, 0=<f(u)=



L'inégalité reste évidemment valable pour u = 0 puisque f(0) = %

2
Notons qu'on pourrait €également prouver cette égalité en étudiant u — ”7 — 1+ cos(u),

puis en vérifiant que cette fonction est positive sur R... Par intégration, on en déduit que :

+oo 1 —cos(u) +oo] 1
Yx=0, OsL(x):f — e du sf Eex”du:—
0 0

uz 2x'

Par encadrement, il en résulte que la limite de L(x) quand x tend vers +oo est 0.

c) Pour tout réel € > 0, compte tenude 0 < f < %, on a pour toutx = gettoutu >0 :

1 1
=ufwe ™ <—-ue®", —
S () 3 3

2

a —XU
— (f@e™)

Ox

9 - 2 - 2 -
— (fwye™") =u” fw)e ™" < —ue .
ox

On applique a L le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d'un parametre :

1) la fonction (x, u) — aﬁ (f () e*") est continue en chacune de ses variables x et u.
X

2) la fonction u — f(u) e™** est dominée indépendamment du parameétre x = & > 0

par la fonction intégrable u — % u e ®" qui est intégrable sur R, car elle est continue

et négligeable devant Lz au voisinage de +oo.
u
On en déduit que L est de classe C! sur tout intervalle [g, +oo[, donc sur ]0, +oo[ puisque

tout réel x strictement positif appartient a un intervalle [g, +oo[ avec 0 <& < x,eton a:
, +oo @ (1 —cos(u) _ +oo 1 —cos(u)
L'(x)= — | —— e |du=- — e du.
0o O0x u? 0 u

En appliquant le méme raisonnement & la fonction L/, on obtient que L est CZ sur ]0, +ool :
ppliq q

+oo 3 (1 —cos(u) _ +oo B
L”(x) =f ( e x”) du =f (1 —cos(u)) e ™" du.
0 0

dx? u?

3°) Expression de L(x) sans symbole intégral
a) L'intégrale f0+°°e(‘x”)” du est absolument convergente puisque |e(‘x+’)”| =e ¥, qui est

intégrable sur R, et on a (compte tenu de lim, _, _ |e‘(x‘i)A| =lim,,,,e*41=0):

+oo . e~ =Du 4 1 xX+1i
f XU — lim [ ] _ _ '
0 A-tool—(x =01y x—1 X241

En prenant la partie réelle, on obtient : f()+°°cos(u) e XU dy = 2L pour x > 0, d'ou :
x“+1

oo 00 oo 1 X
L"(x) = f (1 -cos(u) e du = f e “"du —f cos(w)e *du=——
0 0 0

x x4l

b) Par intégration, on obtient une constante réelle C telle qu'on ait pour x > 0 :
1
L'(x) = In(x) - 5 In(x*+1)+C

Par intégration par parties, on obtient (quitte a écrire x> = (x2 + 1) -1):
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fln(x)dx:xln(x)—fdx:xln(x)—x+Cte.

2

fln(x2+1)dx:xln(x2+1)—2fx dx

241

:xln(x2+1)—2x+2f

=X ln(x2 + 1) — 2 x + 2 Arctan(x) + Cte.
On obtient ainsi une constante réelle D telle qu'on ait pour x > 0 :

241

1
L(x) = (xIn(x) —x) — 5 (x ln(x2 + 1) -2x+2 Arctan(x)) +Cx+D.

Et en simplifiant et regroupant les logarithmes :

x (x*+1
L(x)=——1In — Arctan(x) + Cx + D.
2 x2

x2+1

2

¢) Au voisinage de +oo, on a ;—C ln( ) = )2—‘ ln(l + x%) ~ ZL, qui tend vers 0 en +oco.
X

On observe donc que si C # 0, L(x) tend vers l'infini avec le signe de C.
Comme lim,, L =0, on a donc C = 0, et il reste lim,, L = —72—r + D, donc D = g, d'ou :
2 +1

X b/
Vx>0, L(x)=--In — Arctan(x) + —.
2 X 2

Et comme on a établi la continuité de L sur [0, +oo[ a la question 2.(a), il vient :
+oo 1 — cos(u) ) n
L(0) :f ———du = lim L(x) = —.
0 2 2

u x-0

4°) Etude de l'intégrale I,
Pour tout réel positif x, on a fox sin(¢) dt = 1 — cos(x).

Comme le cosinus n'admet pas de limite en +oo, 'intégrale /; diverge donc.

5°) Etude d'une fonction auxiliaire f,
Pour tout entier naturel n > 2, on considere la fonction définie de R’ dans R par :

1 - n
100 = cos (¢ ).

tn
La fonction f, est clairement continue sur ]0, +oo[ en tant que quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s'annule pas, elle est positive de manicre évidente, et
comme |1 — cos(t?)| = 1 + |cos(#")| =2,onadonc 0 < f,(f) <2 /t" pour ¢t > 0.

2
b) Au voisinage de 0, on sait que cos(u) = 1 — “7 + o(uz), d'ou résulte que :

2n 2n
l—cos@™)y 5 +oll ("
——— = lim = lim (5 + o(t”)) =0.

lim f,(t) = lim
t—0 u—-0 u—-0 " u—-0



On pourra donc prolonger f,, par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.

c¢) La fonction f,, est alors continue sur [0, +oo[, positive, et majorée par 2/¢" sur [1, +ool.
Comme n = 2, elle est intégrable sur R, et que l'intégrale f()+°° Jfn(2) dt converge.

6°) Etude de l'intégrale I, pour n =2
a) A l'aide d'une intégration par parties, on a pour x > & >0 :

x x 1 —cos (") -1 1 —=rcos(t")* n X
f fu(0) dt = f dr = [ ] + f sin(¢") dt.
e £ " n—1 1 s N— 1 Je

L'expression entre crochets n'étant autre que ¢ f,(¢), il en résulte que :

fxsin(t”)dt _ ) efule) n-l fxfn(t) dt.

n n n

b) Observons le membre de droite lorsque x tend vers +oo et & vers 0 :
- la limite de x f,,(x) en +oo est nulle car 0 < x f,(x) < % pour x >0, etn = 2.
-

- la limite de f,(¢), et donc de € f,(€) est nulle en 0.
- la limite de l'intégrale L * f,(t) dt est l'intégrale convergente f0+°° fa(t)de.

+00

0
oo n—1 [+ n—1 (+e1—cos (")
1, :f sin(¢") dt = —f fo(@®) dt = f ——dt
0 n Jo n Jo "

d) L'application t — u = ¢" réalise un difféomorphisme de R’ dans lui-méme, de sorte que
ce changement de variables ne modifie ni la nature, ni la valeur de 1l'intégrale, d'ou :

n—1 [+ 1—cos (") n—1 [+ 1 —cos(u)
I = f dt = f _— oo 4,

7°) Equivalent de l'intégrale I,

Il en résulte que l'intégrale 7, = sin(#") d¢ converge, et on a par passage a la limite :

a) Rappelons I'énoncé du théoréme de convergence dominée, appliqué a fa b gn(u) du, ou

l'intervalle |a, b| est quelconque, avec — < <a<b<+o0:

- si la suite de fonctions continues par morceaux (g,) converge simplement sur |a, b|
vers une fonction continue par morceaux,

- si la suite (g,) est dominée indépendamment de » par une fonction ¢ intégrable sur |a, b|,
ce qui signifie que V neN, Y uela, b|, |g,(u)| < ¢(u),

alors les intégrales suivantes existent et : lim,, _, ;, fa b gn(u)du = fa b limy, - 400 gn(u) du .

1—cos(u)
W2—1/n

b) Appliquons ce résultat ici avec g,(u) = sur ]0, +oof :

- la suite de fonctions continues (g,) converge simplement vers u — (1 — cos(u)) / u?.

- la suite de fonctions continues (g,) est dominée indépendamment de » comme suit :

1—cos(u) .
1 —cos(u) 1-—-cos(u) Un ) st O<us<Ll
< = u'" < o(u) = I —cos()
w1 u? O w2 si u=>1.

w2



E.P.ILT.A. 2016, math (3h) 9

(on a majoré u'/” par 1 sur J0, 1] et par u'/? sur [1, +oo[ puisque 1 = 2).

La fonction dominante ¢ est continue sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en 0
2

par la valeur 1/2, et intégrable car majorée sur [1, +oo[ par =7 intégrable sur [1,+oo].
u

Avec le résultat de la partie I donnant L(0) = 1/2, on a donc par convergence dominée :

) +oo 1 — cos(u) +oo 1 — cos(u) m
lim —du:f ——du = —.
n-+oo Jo y2-1n 0 u? 2

¢) On déduit des résultats précédents que : I, = % f +oo 1-c0sw) &
n

0 WL2—1/n n—>~+oo 2n’

8°) Intégrale d'une fonction rationnelle auxiliaire
a) Pour tout réel 6 ¢  Z, le nombre ¢’? n'est pas réel et on a :
1 t—et? t — cos(d) ‘ sin(6)

= = 1

t—e?  (1—e%)(t—e%) P-2tcos®+1 12 -21cos(B)+ 1

b) Une intégration facile donne alors (sachant que sin(f) # 0) :
f dt 1 (2t—2cos(0)dr f sin(6) dt
+ i
(

i—e? 2J 2_2; cos(f) + 1 t — cos())* + sin®(6)

1 5 t — cos(0)
= 3 ln(t —2tcos(0) + 1) + iArctan(—) +C

sin(6)

¢) Les racines carrées du nombre complexe i = /™2 sont + ™4, ou ¢!+ et &> 17/4.

On en déduit que X2 —i = (X — &™) (X + &™) = (X — ™) (X — & 774).
Par décomposition en €léments simples, il existe des constantes A4 et B telles que :
1 1 A B einlt ( 1 1 )
t .

im/4 in/4

_ eiﬂ/4 {— eSizr/4

On obtient 4 en multipliant par # — ' ™" et en faisant # = ¢’ ™", et de facon analogue pour B.

d) On déduit des résultats précédents qu'une primitive de t — 1 /(> — i) est donc :

—ina 2 —2tcos[Z|+1 t—cos|Z t — cos(2Z
e 1 4 4 4
—1In +i| Arctan| —— | — Arctan| ——— ||+ C|.
2 2 |2 —2tcos(%”)+1 sin(;—r) sin(%ﬂ)
. 7\ — in(Z) = _L SAY _ winfS7) — _ L .
Soit encore compte tenu de cos(4) = sm(4) = et cos( " ) sm( " ) Nk

e in/4 [l [t2+\/71 +1
n

2 2-V21+1

2 (2 1< 1) a2 1) -]

L'expression logarithmique est clairement nulle en 0 et en +oo, et on en déduit alors que :

+oo ie "4 g n T
f = (— — Arctan(—1) + — — Arctan(l)) = — ¢,
0 - 2 2 2 2

9°) Considérons les fonctions f'et ' définies par :
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dr.

exp(—x2(2 ) - f+oo exp(—x3(£2 - i))

2 2

[, 0= , ,
—1 —1

a) Pour tout réel x, la fonction f est continue en sa variable 7 et vérifie :
exp(—xz(t2 - z)) exp(—x2 tz) exp(—x2 tz) 1 1

= = < ~ —
2 2 . too )
! |2~ Vit+l V1+e !

Elle est donc intégrable sur R, et I'intégrale F(x) est absolument convergente.

—1i

b) La fonction F est continue d'aprés le théoréme de continuité des intégrales dépendant
d'un paramétre puisque la fonction f figurant sous le signe intégral est :

- continue par rapport a chacune de ses variables ¢ et x.
1

A" 1+t4 .

- dominée indépendamment du parametre x par la fonction intégrable ¢t —

De plus, on a d'apres l'inégalité de la moyenne :

2(02 _; 22

+oo €Xp|—X°(1° —1 +oo €Xpl—X~ ¢ +00

f ( > ( )) sf gdr < f exp(—x2 tz) dr.
0 ! 0 41 0

Et en posant u = x ¢, on vérifie que F a pour limite 0 en +co :

+00 exp(—xz(t2 - 1)) 1 [+ 5
f < - f e du.
0 x Jo

t2
¢) La fonction F est de classe C! sur tout segment [a, b] avec b > a > 0, donc sur ]0, +oof.
Ceci résulte du théoréme de dérivabilité des intégrales dépendant d'un parameétre puisque
la fonction sous le signe intégral a pour dérivée par rapport a x :

9 {eXp(‘xz(tz _ i))) - 2 xexp(—2(P - i)).

dt

-1

dr

-1

0x £~
Pour x décrivant [a, b], cette fonction est :
- continue par rapport a chacune des variables ¢ et x.

-1

- dominée indépendamment de x € [a, b] par la fonction intégrable t — 2 b exp(—a2 tz).

Ainsi, F est de classe C! sur tout segment [a, b] c R%, donc sur R% et en posant u = x ¢ :

+00 +00
F'(x)= —2xf exp(—xz(t2 - z)) dt = —2xexp(z’x2)f exp(—x2 tz) dt = —vn exp(i xz).
0 0

d) Puisque F est de classe C I'surR*, on peut intégrer sur [a, x] avec 0 <a < x:
X
Fx)-F(a) = —Vn f exp(i *) dt.
a
Comme f'est continue en 0, on obtient en faisant tendre a vers 0 :

X
F(x)-F(0) = -V f exp(i ) dr.
0
Compte tenu de la valeur de l'intégrale F(0) = g exp(%) obtenue au 8°, et comme on a vu
que la limite de F(x) est nulle quand x tend vers +co, on obtient par passage a la limite :

+00 F( ]
f exp(itz) dt = Q = ﬁexp(z).
0 v 2 4
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En prenant la partie imaginaire, il vient : [, =

% sin(

ﬂ_
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